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整数の性質 演習問題 
23 

 もとの 3 桁の整数の一の位の数を a，百の位の数を bとすると， 

もとの整数は ab ++ 50100  

もとの整数の一の位と百の位を入れかえた数は ba ++ 50100 と表される。 

ただし，いずれも 3 桁の整数だから， 91 ££ a ， 91 ££ b である。 

 もとの整数について 

  12 の倍数すなわち 3 の倍数かつ 4 の倍数である。 

  3 の倍数であることから，各位の数の和が 3 の倍数である。 

よって， kba 35 =++ （ kは自然数） ・・・① 

4 の倍数であることから，下 2 桁が 4 の倍数である。 

よって， la 450 =+ （ lは自然数） ・・・② 

 一の位と百の位を入れかえた数について 

  15 の倍数すなわち 3 の倍数かつ 5 の倍数である。 

  3 の倍数であることについては①のとおり。 

  5 の倍数であることから，一の位の数は 0 または 5 である。 

これと 91 ££ b より， 5=b  ・・・③ 
 ①，③より， ka 310 =+  すなわち ( ) 243103 +-=-= kka  

 ②より， ( ) 2134504 +-=-= lla  

 よって， aを 3 で割った余りも 4 で割った余りも 2 である。 

 これと 91 ££ a より， 2=a  

 ゆえに，もとの整数は百の位の数が 5，十の位の数が 5，一の位の数が 2 

 すなわち 552 

24 
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nn

より， kn ××= 32 （ kは自然数） ・・・① 
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より， ln ××= 72 （ lは自然数） ・・・② 

 ①かつ②より， mn ×××= 732 （mは自然数） 

 これを
441

3n
に代入すると， 
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×
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=

×××

　　　　　　

 

 よって，mの最小値は 1 

 ゆえに， 421732 =×××=n  
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25 

 条件を満たす自然数を nとすると， 
 25705 º ( )nmod より， 025705 º- ( )nmod  すなわち 0680 º ( )nmod  

 251453 º ( )nmod より， 0251453 º- ( )nmod  すなわち 01428 º ( )nmod  

 254785 º ( )nmod より， 0254785 º- ( )nmod  すなわち 04760 º ( )nmod  

 よって， nは 4760,1428,680 の公約数である。 

 したがって，求める自然数は 4760,1428,680 の最大公約数であり， 

 1752680 3 ××= ， 177321428 2 ×××= ， 177524760 3 ×××= から， 

 その数は 681722 =×  
26 
 135121158024511 +×=  

 7728135111580 +×=  

 57917721351 +×=  

 1931579772 +×=  

 3193579 ×=  

 よって，ユークリッドの互除法により，24511 と 11580 の最大公約数は 193 

27 

 kn =+ 562 （ kは自然数）とすると， 22 56 kn =+ より， 5622 =- nk  

 すなわち ( )( ) 723 ×=+- nknk  
 nk, は自然数だから， nknk +<-<0  

 また， bnkank =+=- , とすると，
2

,
2

banbak +-
=

+
= より，aと bの偶奇が一致する。 

 よって， ( ) ( ) ( )14,4,28,2, =+- nknk  

 ゆえに， 13,5=n  

28 
 (B)において， '36,'36 ccbb == （ ',' cb は互いに素）とおくと， 

1620''36 =cb より， 45'' =cb  

また， cb < より， '' cb <  
よって， ( ) ( ) ( )9,5,45,1',' =cb  

 ( ) ( )45,1',' =cb のとき 

  22 3236 ×==b  
また， ba, の最小公倍数は，(C)より， 532720 24 ××=  

よって， 5324 ××= ka （ 2,1,0=k ） 

  したがって， aの最小値は 80532 04 =×× となり， ba < を満たさない。 
  ゆえに，不適 
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 ( ) ( )9,5',' =cb のとき 

  532536 22 ××=×=b ， 42 32936 ×=×=c  
ba, の最小公倍数は 532720 24 ××= より， la 324 ×= （ 2,1,0=l ） 

  これと cba ,, の最大公約数は，(A)より， 12 3212 ×= であることから， 1=l  

  よって， 4832 14 =×=a  
  これは ba < を満たす。 
  ゆえに， ( ) ( )324,180,48,, =cba  

 以上より， ( ) ( )324,180,48,, =cba  

29 

解法 1 
 条件を満たすある自然数を nとすると， nは負でない適当な整数 zyx ,, を用いて 

25 +x  ・・・① または 47 +y または 811 +z と表せるから， 8114725 +=+=+ zyx  

すなわち
î
í
ì

+=
+=

6115
275

zx
yx

 

275 += yx の一般解 

 
( )

5
12

5
225

5
27 +

+=
++

=
+

=
yyyyyx より， 4=y のとき 6=x  

 これを 275 += yx に代入すると， 24765 +×=×  

 これと 275 += yx の差をとると， ( ) ( )4765 -=- yx  

 5 と 7 は互いに素だから， kykx 54,76 =-=-  

 よって， 67 += kx  ・・・② 45 += ky  

 ただし， yx, は負でない整数だから， kは 0 以上の整数である。 

6115 += zx の一般解 

 
( )

5
112

5
1125

5
611 +

++=
+++

=
+

=
zzzzzx より， 4=z のとき 10=x  

 これを 6115 += zx に代入すると， 6411105 +×=×  
 これと 6115 += zx の差をとると， ( ) ( )411105 -=- zx  

 5 と 11 は互いに素だから， lzlx 54,1110 =-=-  

 よって， 1011 += lx  ・・・③ 45 += lz  
 ただし， zx, は負でない整数だから， lは 0 以上の整数である。 

②＝③より， 101167 +=+ lk  

したがって，
( )

7
14

7
447

7
411 +

+=
++

=
+

=
lllllk  

これと lk, は 0 以上の整数であることから， lの最小値は 6 

これを③に代入することにより， xの最小値は 7610611 =+×  

さらにこれを①に代入することにより，求める最小の自然数は 3822765 =+×  
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解法 2 
 条件を満たすある自然数を nとすると， nは適当な自然数 zyx ,, を用いて 

35 -= xn または 37 -= yn または 311 -= zn と表せるから， zyxn 11753 ===+  

よって， 3+n は 5,7,11 の正の公倍数である。 

したがって， nが最小のとき 3+n は 5,7,11 の最小公倍数となる。 

これと 5,7,11 の最小公倍数は 3851175 =×× であることから， 

求める最小の自然数は 3823385 =-  

30 

(1) 

 3 桁の 8 進数の最小値を 2 進法で表したときの桁数 

( )

( )

0123456
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よって，2 進法では 7 桁の数 

 3 桁の 8 進数の最大値を 2 進法で表したときの桁数 

( ) ( ) ( )

( )

( )( )

0678
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3
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122212

12
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++++=
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



 

よって，2 進法では 9 桁の数 
 ゆえに， 9,8,7 桁 

(2) 

 n桁の 8 進数の最小値を 10 進法で表すと 18 -n である。 
これと 

( )

0132333

33

131

20202021

2
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×++×+×+×=

=

=

---

-

--

nnn

n

nn

　　

　　  

より， 

n桁の 8 進数の最小値は 2 進法では 23 -n 桁の数となる。 
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n桁の 8 進数の最大値を 10 進法で表すと 18 -n である。 
これと 

( )
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


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より， 

n桁の 8 進数の最大値は 2 進法では n3 桁の数となる。 
よって， n桁の 8 進数を 2 進法で表すときの桁数は nnn 3,13,23 -- 桁 

31 

解法 1 
 ( ) bababa 215273 ++×+=+  

 ( ) bbaba +×+=+ 2252  

 abba +×=+ 22  

 よって，ユークリッドの互除法により， 

ba 73 + と ba 52 + の最大公約数は aと bの最大公約数に等しい。 
これと ba, が互いに素な自然数であることから， 

ba 73 + と ba 52 + の最大公約数は 1 すなわち ba 73 + と ba 52 + は互いに素である。 

これと 152 >+ ba より，
ba
ba

52
73

+
+

は既約分数である。 

解法 2 
 ba 73 + と ba 52 + の最大公約数を gとすると，互いに素な自然数 nm, を用いて， 

 mgba =+ 73  ・・・① 

 ngba =+ 52  ・・・② 

 と表されるから， 
 ①×5－②×7 より， ( )gnma 75 -=  

 ②×3－①×2 より， ( )gnmb 32 +-=  

 よって， gは aと bの正の公約数でもある。 

 一方， ba, は互いに素な自然数だから，正の公約数は 1 だけである。 

ゆえに， ba 73 + と ba 52 + は互いに素である。 

これと 152 >+ ba より，
ba
ba

52
73

+
+

は既約分数である。 
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32 

 500 より小さい 3 桁の自然数を nとすると， 
整数 cba ,, を用いて cban ++= 10100 ( )90,90,41 ££££££ cba と表せるから， 

( )

( ) 222342

222

22

10210210210

20020200010010000

10100

cbcbcaaba

cabcabcba

cban

+×+×++×+×=

+++++=

++=

　　

　　  

下 3 桁は 210 以下の位の数だから， ( ) 222 102102 cbcbca +×+×+  ・・・① について， 
その下 3 桁が 329 となるような cba ,, を求める。 

まず，下 3 桁 329 の一の位の数 9 は 2c の一の位の数だから， 7,3=c と決まる。 

3=c のとき 

 ①に 3=c を代入すると， ( ) 9106106 22 +×+×+ bba  ・・・② 
 下 3 桁 329 の 2 は b6 の一の位の数だから， 7,2=b  

 2=b のとき 

  ②に 2=b を代入し，整理すると， 

  
( ) ( ) ( )

( ) 91021056

9102101046910121046
2

22

+×+×+=

+×++×+=+×+×+

a

aa

　　　　　　　　　　　
 

  下 3 桁 329 の 3 は 56 +a の一の位の数だから， 3=a  
  よって， ( ) ( )3,2,3,, =cba  

 7=b のとき 

  ②に 7=b を代入し，整理すると， 

  

( ) ( ) ( )
( )
( )
( )

( ) 91021036105

91021031056

910210536

9102104496

9102104104969104210496

23

2

2

2

22

+×+×++×=

+×+×+×+=

+×+×+=

+×+×++=

+×+×+×+=+×+×+

a

a

a

a

aa

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

 

  下 3 桁 329 の 3 は 36 +a の一の位の数である。 

ところが 41 ££ a より，これを満たす aは存在しない。 

よって，解なし 

 7=c のとき 

  ①に 7=c を代入し，整理すると， 

( ) ( ){ } ( ){ }
( )
( ) ( ) 91014104101

91041041010410

910410410104104910141014

223

2223

2222

+×++×+++×=

+×+×+×+×++=

+×+×++×++=+×+×+

bbba

bbba

bbabba

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　  

  よって， ( ) ( ) 91014104 22 +×++×++ bbba  ・・・③ の下 3 桁が 329 である。 
 下 3 桁 329 の 2 は ( )14 +b の一の位の数だから， 7,2=b  

 



4STEP 数学 A を解いてみた                        http://toitemita.sakura.ne.jp 

7 

2=b のとき 

   ③に 2=b を代入し，整理すると， 

   
( ) ( ) ( )

( ) 91021074

9102101064910121064
2

22

+×+×+=

+×++×+=+×+×+

a

aa

　　　　　　　　　　
 

  下 3 桁 329 の 3 は 74 +a の一の位の数だから， 4=a  
  よって， ( ) ( )7,2,4,, =cba  

7=b のとき 

   ③に 7=b を代入し，整理すると， 

   

( ) ( ) ( )
( )

( ) 91021094105

910210361054

910210310610549103210564

23

2

22

+×+×++×=

+×+×++×+=

+×+×+×+×+=+×+×+

a

a

aa

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　  

  下 3 桁 329 の 3 は 94 +a の一の位の数だから， 1=a  
  よって， ( ) ( )7,7,1,, =cba  

 以上より，条件を満たす数は 427,323,177  

33 

(1) 
'90,'90 yyxx == （ ',' yx は互いに素）とすると， 

 条件より， 360
4

3
3

1 =×+×
yx

だから， 360
4

'903
3

'90
=

×
+

yx  

 よって， 48'9'4 =+ yx  

解法 1 

48'9'4 =+ yx より，
4

'912
4

'948' yyx -=
-

=  

 ',' yx は自然数だから， ky 4'= （ kは自然数）とおくと， kx 912' -= より， 1=k  

 よって， ( ) ( ) ( )4,314,1912',' =××-=yx  

 ゆえに， ( ) ( ) ( )360,270490,390, =××=yx  

解法 2 
 48'9'4 º+ yx ( )4mod ， '''8'4'9'4 yyyxyx º++º+ ( )4mod ， 048 º ( )4mod より， 0'ºy ( )4mod  

 よって， ky 4'= （ kは自然数） 

 これを 48'9'4 =+ yx に代入し， 'x を求めると， 

 kkx 912
4

4948' -=
×-

= （ kは自然数） 

 'x は自然数だから， 1=k  
 よって， ( ) ( ) ( )4,314,1912',' =××-=yx  

 ゆえに， ( ) ( ) ( )360,270490,390, =××=yx  
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(2) 
 czbyax 60,60,60 === （ cba ,, は自然数）とおくと， 

 条件より， 360
5

1
4

3
3

1 =×+×+×
zyx

だから， 360
5

60
4
603

3
60

=+
×

+
cba  

よって， 6
54

3
3

=++
cba

より， ( ) ( )cba -=+ 3012945  

 5 と 12 は互いに素だから， mcmba 530,1294 =-=+ （mは自然数） 

 mba 1294 =+ について 

  mba 1294 =+ より，
4

93 bma -=  

  ba, は自然数だから， lb 4= （ lは自然数）とおくと， 

lma 93 -= （ lm 93 > ） ・・・① 

 mc 530 =- について 
  mc 530 =- より， ( )mc -= 65  

  cは自然数だから， 5,4,3,2,1=m  ・・・② 

 よって，①，②を同時に満たす lm, の組は ( ) ( ) ( )1,5,1,4, =lm  

 これと ( ) ( )( )mllmcba --= 65,4,93,, より， ( ) ( ) ( )5,4,6,10.4,3,, =cba  

( ) ( )10.4,3,, =cba のとき 

  zyx ,, の最大公約数が 60 だから， cba ,, の最大公約数は 1 である。 

  ( ) ( ) ( )52,2,310.4,3,, 2 ×==cba より， ( ) ( )10.4,3,, =cba はこれを満たす。 

  また， cba ,, の最小公倍数は 605322 =××  
  よって， zyx ,, の最小公倍数＝ zyx ,, の最大公約数×60＝60×60＝3600 

 ( ) ( )5,4,6,, =cba のとき 

( ) ( ) ( )5,2,325,4,6,, 2×==cba より， cba ,, の最大公約数は 1 である。 
よって， ( ) ( )5,4,6,, =cba は条件を満たす。 

また， cba ,, の最小公倍数は 605322 =××  
  よって， zyx ,, の最小公倍数＝ zyx ,, の最大公約数×60＝60×60＝3600 

 以上より， zyx ,, の最小公倍数は 3600 
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34 

 mnn =-- 192 とおくと， 

4
85

2
919

2
2 -÷

ø
ö

ç
è
æ -=-- nnn より， 2

2

4
85

2
9 mn =-÷
ø
ö

ç
è
æ -  

両辺に 4 を掛けると， ( ) 22 48592 mn =--  

( ) 85492 22 =-- mn より， ( ){ } ( ){ } 85292292 =+--- mnmn  
すなわち ( )( ) 85922922 =-+-- mnmn  

また， nは 0192 ³-- nn を満たす自然数だから， 

( ){ }8592
4
1

4
85

2
919 2

2
2 --=-÷

ø
ö

ç
è
æ -=-- nnnn より， 10³n  

したがって， 0922 >-+ mn  
よって， ( )( ) 85922922 =-+-- mnmn において， 9229220 -+<--< mnmn  

ゆえに， ( ) ( ) ( )17,5,85,1922,922 =-+-- mnmn  

これを解くと， ( ) ( ) ( )3,10,21,26, =mn  

これらは 10³n を満たす。 
よって， 26,10=n  

35 

解法 1 

 

( )
( ){ } ( )

( ) ( )
( ) ( )( )3221

6521

138311

138312138232

2

22

222

2222

--+--=

+-+--=

+-++-+-=

+-++-=+--+-

yyyx

yyyx

yyyyx

yyxyxyxyxyx

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　
 

 よって， ( ) ( )( ) 03221 2 =--+-- yyyx  

 ここで， ( ) 01 2 ³-- yx  
また， ( )( )32 -- yy は連続する 2 つの整数の積だから ( )( ) 032 ³-- yy  

ゆえに， 01=-- yx かつ ( )( ) 032 =-- yy  

すなわち ( ) ( ) ( )3,4,2,3, =yx  

解法 2 

( ) 138312138232 2222 +-++-=+--+- yyxyxyxyxyx  

よって， ( ) 0138312 22 =+-++- yyxyx  

この xについての 2 次方程式の判別式をDとすると， 

( ) ( ) ( )( )3221210213831
4

222 ---=-+-=+--+= yyyyyyyD  
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xが整数解をもつためには xが実数解をもつことが， 

すなわち 0³D であることが必要である。 
 よって， ( )( ) 032 £-- yy  32 ££\ y  

 yは整数だから， 3,2=y  

2=y のとき 

( ) 0138312 22 =+-++- yyxyx に 2=y を代入すると， 

  0962 =+- xx すなわち ( ) 03 2 =-x  3=\ x  
 3=y のとき 

( ) 0138312 22 =+-++- yyxyx に 3=y を代入すると， 

  01682 =+- xx すなわち ( ) 04 2 =-x  4=\ x  
 以上より，求める整数解は ( ) ( ) ( )3,4,2,3, =yx  

 補足 

  数学Ⅱで学習する「解と係数の関係」を使うと， 

   3,2=y のとき 0=D より， ( ) 0138312 22 =+-++- yyxyx は重解をもつ。 
   重解をa とすると，解と係数の関係より， ( )12 +=+ yaa だから， 1+= ya  

   よって， 2=y のとき 3=a ， 3=y のとき 4=a  

   ゆえに，求める整数解は ( ) ( ) ( )3,4,2,3, =yx  

36 

(1) 
 ( )( )( )111 --- cabcab は abcの倍数で， ( )( )( ) 0,0111 >>--- abccabcab だから， 

適当な自然数 kを用いて， ( )( )( ) kabccabcab =--- 111 と表せる。 

また， 

( )( )( ) ( )( )

( ) 1
1

11111
222222

2

-+++---=
-++-+--=

-+--=---

cabcabcbaabcabc
cabcabcabbcacabcba

cabcabcabcabcab

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　  

よって， 

( )( )( ) ( )
( )

( )abccbakabc
cbaabcabckabc

cbaabcabccabcabcabcab

-+++=
----=

-------=-++

　　　　　　　

　　　　　　　

1111
 

 ゆえに， 1-++ cabcab は abcで割り切れる。 
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(2) 

解法 1 

nabccabcab ×=-++ 1 （ nは自然数） ・・・① とすると， 

cba <<<1 より， bccaab << だから， nabccabcabbcbc ×=-++>-> 1133  

よって， nabcbc ×>3  すなわち 3<an  
これと a<1 および nが自然数であることから， 1,2 == na  

これらを①に代入すると， bccbcb 2122 =-++ より， 0122 =+-- cbbc  
すなわち ( )( ) 322 =-- cb  

 ここで， cba <<= 2 より， 4,3 ³³ cb だから， 22,12 ³-³- cb  

 よって， ( ) ( )3,12,2 =-- cb  すなわち ( ) ( )5,3, =cb  

 ゆえに， ( ) ( )5,3,2,, =cba のとき abccabcab =-++ 1 となるから， 

 ( )( )( )111 --- cabcab は abcで割り切れる。 

解法 2 

 nabccabcab ×=-++ 1 （ nは自然数）とすると， 

n
abc

cabcab
=

-++ 1
 すなわち n

abccba
=-++

1111  

 これと nが自然数であることから， 11111
³-++

abccba
 ・・・① 

 また， cba <<<1 より， 1111110
3

<<<<<<
abcabcc

 

 よって， 3
11,3111
cabcacba

-<-<++ より， 1111113
3

³-++>-
abccbaca

 

 したがって， 113
3
>-

ca
 

 この不等式の両辺に 3ac を掛けると 333 acac >-  

 これを整理すると， ( ) 33 31 cca <+ より，
1

33
1

3
33

3

+
-=

+
<

cc
ca  

 ここで， cba <<<1 より， 4³c だから， 1
1

30
3

<
+

<
c

 3
1

332
3

<
+

-<\
c

 

 ゆえに， 21 £< a より， 2=a  

 次に， 2=a を①に代入すると， 1
2
111

2
1

³-++
bccb

より，
2
1

2
111

³-+
bccb

 

 この不等式の両辺に bc2 を掛けると， bcbc ³-+ 122 すなわち 0122 £+-- cbbc  
これと， ( )( ) 322122 ---=+-- cbcbbc より， ( )( ) 322 £-- cb  

 また， cba <<= 2 より， 4,3 ³³ cb だから， 22,12 ³-³- cb  

よって， ( ) ( ) ( )3,1,2,12,2 =-- cb  すなわち ( ) ( ) ( )5,3,4,3, =cb  
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ゆえに， ( ) ( ) ( )5,3,2,4,3,2,, =cba  

 ( ) ( )4,3,2,, =cba のとき 

  ( )( )( ) 7115111 ××=--- cabcab ， 432 ××=abc  

  よって， ( )( )( )111 --- cabcab は abcで割り切れない。 

( ) ( )5,3,2,, =cba のとき 

  ( )( )( ) 75329145111 2 ×××=××=--- cabcab ， 532 ××=abc  
  よって， ( )( )( )111 --- cabcab は abcで割り切れる。 

以上より， ( ) ( )5,3,2,, =cba  

37 

(1) 

 

( )
( )( )
( ) ( )11

11
123

+××-=
+-=

-=-

nnn
nnn

nnnn

　　　

　　　  

 より， nn -3 は連続する 3 つの整数の積で表される。 
これと連続する 3 つの整数のうちの少なくとも 1 つは偶数すなわち 2 の倍数かつ 

1 つは 3 の倍数であることから，その積は 6 の倍数となる。 

 とくに， nが 3 以上の奇数の場合， 

 12 += kn （ kは自然数）と表せるから， 

( ) ( )
( )( )
( )( )1124

22122
113

++=
++=
+××-=-

kkk
kkk
nnnnn

　　　

　　　  

となり， nn -3 は 4 の倍数である。 

ゆえに，nが3以上の奇数のとき， nn -3 は 6の倍数かつ 4の倍数すなわち24の倍数である。 
(2) 

 ( ) ( )nnmmmnmnnm ---=- 3333  

 (1)より， mmnn -- 33 , は 6 の倍数だから， 33 mnnm - は 6 の倍数である。 

(3) 

解法 1 
 整数 nは 13,3,13 +- kkk （ kは整数）のいずれかの形で表せる。 

 ( )( )11 33339 +-=- nnnnn において， 

 13 -= kn のとき 

  

( )

( )kkk

kkk

kn

+-=

+-=

+-=+

23

23

33

339

92727

1131

　　　

　　　  

  より， 13 +n が 9 の倍数 

よって， 39 nn - は 9 の倍数 



4STEP 数学 A を解いてみた                        http://toitemita.sakura.ne.jp 

13 

 kn 3= のとき 

  

( )

3

3

33

39

27

3

k

k

kn

×=

=

=

　　

　　  

より， 3n が 9 の倍数 

よって， 39 nn - は 9 の倍数 
 13 += kn  

  

( )

( )kkk

kkk

kn

++=

++=

-+=-

23

23

33

339

92727

1131

　　　

　　　  

  より， 13 -n が 9 の倍数 

  よって， 39 nn - は 9 の倍数 

 以上より， 39 nn - は 9 で割り切れる。 
解法 2 
 整数 nを 9 で割った余りは 4,3,2,1,0,1,2,3,4 ---- のうちのいずれかである。 

 すなわち 4-ºn ( )9mod ， 3-ºn ( )9mod ， 2-ºn ( )9mod ， 1-ºn ( )9mod ， 0ºn ( )9mod ，

1ºn ( )9mod ， 2ºn ( )9mod ， 3ºn ( )9mod ， 4ºn ( )9mod  

0ºn ( )9mod のとき 

09 ºn ( )9mod ， 03 ºn ( )9mod より， 00039 º-º- nn ( )9mod  
1±ºn ( )9mod のとき 

 ( ) 11 99 ±º±ºn ( )9mod ， ( ) 11 33 ±º±ºn ( )9mod より， ( ) 01139 º±-±º- nn ( )9mod  
2±ºn ( )9mod のとき 

 ( ) ( ){ } ( ) ( ) 11822 333399  ºº±º±º±ºn ( )9mod ， ( ) 182 33 º±º±ºn ( )9mod より，

( ) 01139 º-º- nn ( )9mod  
3±ºn ( )9mod のとき 

( ) ( ){ } ( ) 002733 333399 ºº±º±º±ºn ( )9mod ， ( ) 0273 33 º±º±ºn ( )9mod よ り ，

00039 º-º- nn ( )9mod  
4±ºn ( )9mod のとき 

 ( ) ( ){ } ( ) ( ) 116444 333399 ±º±º±º±º±ºn ( )9mod ， ( ) 1644 33 ±º±º±ºn ( )9mod より，

( ) 01139 º±-±º- nn ( )9mod  

以上より， 039 º- nn ( )9mod  すなわち 39 nn - は 9 で割り切れる。 
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38 

(1) 

解法 1 
 自然数 nを 3 で割った余りは 1,0,1- のうちのいずれかである。 

 すなわち 1-ºn ( )3mod ， 0ºn ( )3mod ， 1ºn ( )3mod  

自然数 nが 3 の倍数のとき 

  0ºn ( )3mod より， 00 22 ººn ( )3mod  

自然数 nが 3 の倍数でないとき 

1±ºn ( )3mod より， ( ) 11 22 º±ºn ( )3mod  

 したがって，自然数 cba ,, が 222 cba =+ を満たすとき， 

ba, がともに 3 の倍数でないと仮定すると， 21122 º+º+ ba ( )3mod  

ところが， 02 ºc ( )3mod または 12 ºc ( )3mod より， 222 cba ¹+ となり矛盾 
よって， ba, の少なくとも 1 つは 3 の倍数である。 

解法 2 
 整数 nは 13,3,13 +- kkk （ kは整数）のいずれかの形で表せる。 

kn 3= のとき 

 ( ) 2222 3393 kkkn ×===  

 よって， 2n を 3 で割った余りは 0 
13 ±= kn のとき 

 ( ) ( ) 123316913 2222 +±=+±=±= kkkkkn  

よって， 2n を 3 で割った余りは 1 
 したがって，自然数 cba ,, が 222 cba =+ を満たすとき， 

ba, がともに 3 の倍数でないと仮定すると， 
22 , ba を 3 で割った余りはいずれも 1 だから， 22 ba + を 3 で割った余りは 2 

ところが 2c を 3 で割った余りは 0 または 2 だから， 222 cba ¹+ となり矛盾する。 
よって， ba, の少なくとも 1 つは 3 の倍数である。 

(2) 

解法 1 
 自然数 nを 5 で割った余りは 2,1,0,1,2 -- のうちのいずれかである。 

 すなわち 2-ºn ( )5mod ， 1-ºn ( )5mod ， 0ºn ( )5mod ， 1ºn ( )5mod ， 2ºn ( )5mod  

 1±ºn ( )5mod のとき 

  ( ) 11 22 º±ºn ( )5mod  
 2±ºn ( )5mod のとき 

  ( ) 142 22 -ºº±ºn ( )5mod  
 よって， cba ,, のいずれもが 5 の倍数でないと仮定すると， 

 22 ba + を 5 で割った余りは 2,0,2- のいずれかである。 
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ところが 2c を 5 で割った余りは 1,1- のいずれかだから， 222 cba ¹+ となり矛盾する。 
ゆえに， cba ,, の少なくとも 1 つは 5 の倍数である。 

解法 2 
 整数 nは 25,15,5 ±± kkk （ kは整数）のいずれかの形で表せる。 

 15 ±= kn のとき 

  ( ) ( ) 12551102515 2222 +±=+±=±= kkkkkn  

  よって， 2n を 5 で割った余りは 1 
 25 ±= kn のとき 

  ( ) ( ) 114554202525 2222 -+±=+±=±= kkkkkn  

  よって， 2n を 5 で割った余りは 1-  
よって， cba ,, のいずれもが 5 の倍数でないと仮定すると， 

22 ba + を 5 で割った余りは 2,0,2- のいずれかである。 

ところが 2c を 5 で割った余りは 1- または 1 だから， 222 cba ¹+ となり矛盾する。 
よって， cba ,, の少なくとも 1 つは 5 の倍数である。 

39 

解法 1 

 

( )
( )

( ) ( )

( ){ } ( )
( ) ( ) cxabaxxxa

cxabxxxa
cxabxax
axcxabax

cbxaxxf

+-++
+

×=

+-+++=

+-++=
++-+=

++=

32
2

12

321
2

2
33

332

2

　　

　　

　　

　　

 

 xが整数ならば ( )1+xx は連続する 2 つの整数の積だから 2 の倍数である。 

 よって，
( )

2
1+xx
は整数である。 

 ゆえに， caba ,3,2 - がすべて整数であるとき， xが整数ならば ( )xf も整数である。 

解法 2 

 

( )
( )

( ) ( ) cxabxax
axcxabax

cbxaxxf

+-++=
++-+=

++=

33
332

2

　　

　　  

 よって， ( ) ( ) ( ) cxabxaxxf +-++= 33  

 また， xが整数ならば xは 12,2 -kk （ kは整数）のいずれかの形で表せる。 

 kx 2= のとき 

  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ccbkkka
ckcbkkakf

+-++×=
+×-++×=

32322
233222

　　　
 

  kcaba ,,3,2 - は整数だから， ( )kf 2 は整数である。 
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 12 -= kx のとき 

  

( ) ( ) ( ){ } ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ckcbkka
ckcbkka

ckcbkkakf

+--++-×=
+--++-=

+--++--=-

1231122
1232212

1233121212

　　　　

　　　　  

  kcaba ,,3,2 - は整数だから， ( )12 -kf は整数である。 

 以上より， caba ,3,2 - がすべて整数であるとき， xが整数ならば ( )xf も整数である。 

解法 3 
 ma =2 ， nab =- 3 （ nm, は整数）とおくと， 

 ma =2 より，
2
ma =  

 これと nab =- 3 より，
2

23 nmb +
=  

 よって， 

( )
( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) cxnmxxm

cxnmxxm

cxnmxmxm

cxnmmxm

cxnmxmxf

+++
+

×=

++++×=

++++=

+
++

+=

+
+

+=

2
1

1
2

22

2
2

2

2
23

2

2

2

2

　　

　　

　　

　　

 

 xが整数ならば ( )1+xx は連続する 2 つの整数の積だから 2 の倍数である。 

 よって，
( )

2
1+xx
は整数である。 

 これと cnm ,, は整数だから， xが整数ならば ( )xf は整数である。 

 ゆえに， caba ,3,2 - がすべて整数であるとき， xが整数ならば ( )xf も整数である。 

解法 4 
 ma =2 ， nab =- 3 （ nm, は整数）とおくと， 

 ma =2 より，
2
ma =  

 これと nab =- 3 より，
2

23 nmb +
=  

 よって， ( ) cxnmxmxf +
+

+=
2

23
2

2  

 xが整数ならば xは 12,2 -kk （ kは整数）のいずれかの形で表せる。 
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kx 2= のとき 

  
( ) ( )

( ) cknmmk

cknmkmkf

+++=

+×
+

+×=

232

2
2

232
2

2

2

2

　　　

 

  cknm ,,, は整数だから， ( )kf 2 は整数である。 

 12 -= kx のとき 

  

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( )

( ) cnmknmmk

cnmknmmk

cnnkmmkmmkmk

cknmkkm

cknmkmkf

+--++=

+
--++

=

+
-+-++-

=

+
-+

+
+-

=

+-×
+

+-×=-

22
2

22424
2

243644
2

1223
2

144

12
2

2312
2

12

2

2

2

2

2

　　　　

　　　　

　　　　

　　　　

 

  cknm ,,, は整数だから， ( )12 -kf は整数である。 

 以上より， caba ,3,2 - がすべて整数であるとき， xが整数ならば ( )xf も整数である。 


